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Regressao Mudltipla: Definicao e Derivacao

P A partir de agora vamos alterar o nosso modelo populacional
de modo a incorporarmos mais varidveis explicativas em nossa
anélise.

» Seja, portanto, o modelo:
y = a4+ pfix1 + Paxa +u = linear nos pardmetros

onde a + B1x1 + Boxo é termo determinitico, u é termo
estocastico independente de X, com Efu|xi,z2] = 0.

» Ou seja, u ndo é correlacionado com x1 e xo por hipdtese
(supondo que o modelo populacional é assim).

» Vamos comecar por: interpretacdo, estimacdo e propriedades
algébricas do MQO miuiltiplo.



Regressao Mudltipla: Definicao e Derivacao

> Interpretacdo, preliminares: efeitos de x1 ou x5 sobre y
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» Notem que aqui devemos nos lembrar da interpretacdo da
derivada parcial: o efeito de Az sobre y é 31 , ceteris paribus
(tudo o mais constante, incluindo z)



Estimacdo por MQO

» Vamos continuar com o modelo populacional
y=a+ fix1 + foxo + u

com Efu|xi,z2] = 0. Suponha que temos uma amostra
aleatéria em méos {(yi, zi1, xi2),i = 1,...,n}.

» Como estimar os parametros «;, 51 e B2 7

» Os métodos que aprendemos para regressido simples podem
ser aplicados aqui também.

» Vejamos o MQO: vamos escolher &, 51 e 82 que minimizem a
soma dos residuos ao quadrado (logo é andlogo):
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min S(a, B, f2) = Z(yi —a — Brxi1 — Pawi)?
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Estimacdo por MQO

» Agora, no entanto, caimos em um sistema de 3 equac¢des e 3

incognitas:
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> Podemos generalizar nosso problema para k > 2 varidveis
independentes. Suponha agora que o modelo populacional é:

y=oa+ Bx1+ ..+ Brrr +u

onde
Elulzi, ...,z =0

e temos amostra aleatéria para {(vyi, 1iy ..., Tii), i = 1, ...,n}



Estimacdo por MQO

P> Neste caso, temos k varidveis e k + 1 parametros a serem
estimados por min, g, . 5, S(a, b1, ..., Bk)

P Resolvendo um sistema com k + 1 equag0es...

=9 Z(yi — & — By — o — Brzrs)

851 = -2 Zl‘h Yyi — & — Bzt — o — Brni)

55k =2 api(yi — & — Prwyi — . — Bragi)

» Soluc3o do sistema:

d,ﬁl,...,ﬁk = Estimadores de MQO.



Estimacdo por MQO

» Observac¢des importantes:
1. Para resolver sistemas lineares = revisao de algebra linear.

P> Veremos isso com mais detalhes quando revisitarmos a
regressdo multipla com notagdo matricial. Por enquanto,
basta a intuicdo - lembrando que nem sempre um sistema de
equacoes lineares tem solucdo unica.

» Em particular: ndo pode existir colinearidade perfeita entre as
explicativas. No MQO simples, precisivamos de menos. Agora
precisamos impor restricGes sobre como essas variaveis
T1,x2,..., Tk Se relacionam entre si na amostra. Ainda: Na
amostra, n > k + 1.

2. Maneiras alternativas de estimar o nosso modelo:

» Método de momentos: Efu] =0, E[uz;] =0 p/
i=1,2,..,k

» MV (supondo distribuicdo conhecida p/ u):

max a, 31, ..., B log L(a, B1, ..., Br)



Estimacdo por MQO

> Terminologia analoga & regressao simples:

» Modelo populacional: y = a+ S1x1 + ... + Brxr +u

> Reta de regressdo (amostral): § =&+ 31:61 + ... + By, ou,

para um dado i: §; = & + ﬁlx“ + ..+ ,ékxlk

» Residuos: u; = y; — Ui

» Estimativas: dﬁl, ,Bk assumem valores para dada amostra.
» Interpretacdo dos coeficientes: efeito independente de xz1 em

1 ndo importando que valores zo, ..., £ assumam

%;1 = 1 = efeito de x1 em § mantendo-se xo, ..., zj fixos ou

condicional em x2, ..., x; ou controlando por xa, ..., T.



Propriedades Algébricas do MQO
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Assim como no caso simples, temos:

U=y~ g = =200 =0 = 7 =,

Os valores estimados de MQO e os residuos tém algumas
propriedades que sdao extensoes imediatas do caso simples:

1. A média amostral dos residuos é zero.

2. Cov(zj,u) =0Vj=1,.., k. Consequentemente, a covarancia
amostral entre os valores estimados de MQO e os residuos de
MQO é zero.

3. O ponto (¥, %1, T2, ..., Ty) estd sob a reta de regressio MQO:
T =G+ T + BaTa + BiTk

As duas primeiras propriedades sdo consequéncias imediatas
do conjunto de equagdes usadas para obter as estimativas de
MQO. Vimos que no sistema acima a primeira equacdo diz
que a soma dos residuos é zero. As equacoes restantes s3o da
forma ) x;51; = 0, implicando que cada variavel
independente tem cov amostral zero com ;.

A propriedade 3 decorre imediatamente da propriedade 1.



Propriedades Algébricas do MQO

» Grau de ajuste: assim como na regressao simples, podemos

definir:
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SQT: SQR: SQE:
var. total existente em y,; var. total residuos var. total em g, (explicada pelo modelo)

» A partir da expressao acima é possivel entdo definir:

_SQE _ . SQR

2
=50t =1~ sor

R? € (0,1)

é interpretado como a propor¢cdo da variagdo amostral em y;
que é explicada pela reta de regressio de MQO.



Propriedades Algébricas do MQO

» Um fato importante sobre R? é que ele nunca diminui, e
geralmente aumenta, quando outra varidvel independente é
adicionada a regressao.

» Esse fato algébrico ocorre por definicdo, pois a soma dos
residuos quadrados nunca aumenta quando regressores
adicionais s3o acrescentados ao modelo.

» lIsso faz com que R? seja um instrumento fraco para decidir se
uma variavel ou diversas varidveis deveriam ser adicionadas ao
modelo.

» O fato que deve determinar se uma variavel explicativa
pertence a um modelo é se a varidvel explicativa tem, na
populacdo um efeito parcial sobre y diferente de zero
(veremos mais tarde em inferéncia estatistica).



R? ajustado

» Com a inclusdo de varidveis explicativas sabemos que R?
nunca diminui.
» Para contornarmos esse problema, podemos considerar um R?
alternativo, chamado R? ajustado, denotado por R?.
» O termo ajustado significa ajustado pelos graus de liberdade
associados 4 soma de quadrados:
21 SQR/(n — k) 1 SQR(n—1)
SQT/(n—1) SQT(n — k)
em que k = nimero de parametros do modelo, incluindo o
termo de intercepto.

» Sendo R?=1— %v ent3o podemos escrever

(n—1)

R2:1—(1—R2)(n_k)



